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Lösung 1 (Euler- und RPY-Winkel, Quaternionen)

1. ZX ′Z ′′-Eulerwinkel

Darstellung als Verkettung von Rotationen:

R = Rz(α) ·Rx′(β) ·Rz′′(γ)

=

cos(α) −sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

1 0 0
0 cos(β) −sin(β)
0 sin(β) cos(β)

cos(γ) −sin(γ) 0
sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1


=

 ∗ ∗ sin(α)sin(β)
∗ ∗ −cos(α)sin(β)

sin(β)sin(γ) sin(β)cos(γ) cos(β)


=

nx ox ax
ny oy ay
nz oz az


Daraus ergeben sich:

az = cos(β)⇒ β = acos(az)

nz
oz

=
sin(γ)

cos(γ)
= tan(γ)⇒ γ = atan(

nz
oz

)

ax
ay

= −sin(α)

cos(α)
= −tan(α)⇒ α = atan(−ax

ay
)

Achtung: An dieser Stelle wurde implizit angenommen, dass ay 6= 0 und oz 6= 0. Matrizen
für die dies nicht gilt, müssen gesondert betrachtet werden.
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2. RPY -Winkel

Darstellung als Verkettung von Rotationen:

R = Rz(γ) ·Ry(β) ·Rx(α)

=

cos(γ) −sin(γ) 0
sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1

 cos(β) 0 sin(β)
0 1 0

−sin(β) 0 cos(β)

1 0 0
0 cos(α) −sin(α)
0 sin(α) cos(α)


=

cos(γ)cos(β) ∗ ∗
sin(γ)cos(β) ∗ ∗
−sin(β) sin(α)cos(β) cos(α)cos(β)


=

nx ox ax
ny oy ay
nz oz az



nz = −sin(β)⇒ β = asin(−nz)
oz
az

=
sin(α)

cos(α)
= tan(α)⇒ α = atan(

oz
az

)

ny
nx

=
sin(γ)

cos(γ)
= tan(γ)⇒ γ = atan(

ny
nx

)

Achtung: An dieser Stelle wurde implizit angenommen, dass az 6= 0 und nx 6= 0. Matrizen
für die dies nicht gilt, müssen gesondert betrachtet werden.

3. Bestimmung des Quaternions

Zur Bestimmung des Quaternions q müssen Rotationsachse und Rotationswinkel berechnet
werden.

Rotationsachse: Für die Rotationsachse x ∈ R3 gilt R1x = x. Die Rotationsachse ist
folglich der Eigenvektor von R1 zum Eigenwert λ1 = 1. Aus (R1 − λ1E)x = (R1 − E)x = 0
folgt:

−0.64x1 + 0.48x2 − 0.8x3 = 0

−0.8x1 − 0.4x2 = 0

0.48x1 + 0.64x2 − 0.4x3 = 0

Dieses Gleichungssystem lässt sich lösen zu x = 1
3

 1
−2
−2


Rotationswinkel (Variante 1): Die Berechnung des Rotationswinkels kann über die all-
gemeine Formulierung der Rotationsmatrix R um einen Einheitsvektor v mit dem Winkel α
bestimmt werden:
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R~v,α =

 cos(α) + v21 (1− cos(α)) v1v2 (1− cos(α))− v3sin(α) v1v3 (1− cos(α)) + v2sin(α)
v2v1 (1− cos(α)) + v3sin(α) cos(α) + v22 (1− cos(α)) v2v3 (1− cos(α))− v1sin(α)
v3v1 (1− cos(α))− v2sin(α) v3v2 (1− cos(α)) + v1sin(α) cos(α) + v23 (1− cos(α))


Hieraus folgt die Beziehung:

Spur(R) = 3cos(α) + (v21 + v22 + v23)(1− cos(α)) = 1 + 2cos(α)

Für die Matrix R1 aus der Aufgabe gilt:

Spur(R1) = 0.6 + 0.6 + 0.36 = 1.56 = 1 + 2cos(α)⇒ α = 73.74◦

Rotationswinkel (Variante 2): Wir bestimmen einen Vektor v, sodass gilt v · x = 0, v
ist also orthogonal zur Rotationsachse x:

v =

 0
1
−1

 , v′ = R1 · v =

1.28
0.6
0.04


Der Rotationswinkel α entspricht dem Winkel zwischen den beiden Vektoren v und v′:

cos(α) = v·v′
‖v‖·‖v′‖ = 0.56√

2
2 = 0.28⇒ α = acos(0.28) = 1.287 rad = 73.74◦

Lösung: Das Quaternion q lässt sich aus Rotationsachse und -winkel aufstellen:

q =
(
cos(

α

2
),x · sin(

α

2
)
)

= (0.8, 0.2,−0.4,−0.4)
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Lösung 2 (Homogene Matrizen)

1. T beschreibt eine Rotation um 90◦ um die y-Achse, sowie eine Translation um den
Vektor (5, 0, 0)T .

2. Das Ergebnis lautet v′ = (8, 2,−1)T . Rechenweg:

T · v =


0 0 1 5
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1

 ·


1
2
3
1

 =


8
2
−1
1


3. Die inverse Transformationsmatrix wird folgendermaßen berechnet:

T−1 =


nx ny nz −nTv
ox oy oz −oTv
ax ay az −aTv
0 0 0 1

 =


0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 −5
0 0 0 1
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Lösung 3 (Verkettung von Koordinatentransformationen)

Die lokalen Transformationsmatrizen lauten

initT1 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


1T2 =


1 0 0 4
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


2T3 =


1√
2

1√
2

0 2

− 1√
2

1√
2

0 3

0 0 1 0
0 0 0 1



Die Pose P3 im BKS berechnet sich folgendermaßen:

P3 = Tinit
initT1

1T2
2T3

=


0 −1 0 5
1 0 0 3
0 0 1 0
0 0 0 1

 1T2
2T3

=


0 −1 0 5
1 0 0 7
0 0 1 0
0 0 0 1

 2T3

=


1√
2
− 1√

2
0 2

1√
2

1√
2

0 9

0 0 1 0
0 0 0 1
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Lösung 4 (Distanz von Posen)

Translationsfehler ∆t:

∆t = ‖tGoal − tTCP‖ = ‖

 7
6
5

−
 1

2
3

‖ = ‖

 6
4
2

‖
=
√

62 + 42 + 22 =
√

56 = 2
√

14 = 7.48

Rotationsfehler ∆α:

RTCP,Goal = R−1TCPRGoal = Rᵀ
TCPRGoal

=

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

ᵀ 0 0 −1
0 1 0
1 0 0

 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 1

 0 0 −1
0 1 0
1 0 0

 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0



Aus Aufgabe 1 bekannt:

Spur(R) = 1 + 2cos(α)

Für RTCP,Goal gilt daher:

Spur(RTCP,Goal) = 0 = 1 + 2cos(∆α)⇒ ∆α = 60◦

Lösung 5 (Quaternionen)

1. v = 0 + 5i+ 1j + 7k

2. q = (cosφ
2
,asinφ

2
) = cosφ

2
+ k · sinφ

2
= 1√

2
+ k · 1√

2

q∗ = 1√
2
− k · 1√

2

3.

v′ = qvq∗ =

(
1√
2

+
1√
2
k

)
· (5i+ 1j + 7k) ·

(
1√
2
− 1√

2
k

)
=

(
5√
2
i+

1√
2
j +

7√
2
k +

5√
2
ki+

1√
2
kj +

7√
2
k2
)
·
(

1√
2
− 1√

2
k

)
=

(
4√
2
i+

6√
2
j +

7√
2
k − 7√

2

)
·
(

1√
2
− 1√

2
k

)
= 2i− 2ik + 3j − 3jk +

7

2
k − 7

2
k2 − 7

2
+

7

2
k

= −i+ 5j + 7k

Ergebnis: p′ = (−1, 5, 7)T
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4. Zunächst wird der Winkel zwischen q1 und q2 bestimmt:

cosθ = q1 · q2 = 0⇒ θ =
π

2

Die SLERP-Interpolation ergibt sich dann zu:

Slerp(q1, q2, t) =
sin((1− t)π

2
)

sinπ
2

· q1 +
sin(tπ

2
)

sinπ
2

· q2

= sin
(

(1− t)π
2

)
· q1 + sin

(
t
π

2

)
· q2

Für t = 1
2

ergibt sich:

Slerp(q1, q2,
1

2
) = sin

π

4
· q1 + sin

π

4
· q2 =

1√
2
· q1 +

1√
2
· q2 =

1√
2
i+

1√
2
j
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Lösung 6 (Quaternionen)

Assoziativität und die Existenz des neutralen Elements folgen aus H. Außerdem gilt trivia-
lerweise S3 ⊂ H.

Es bleibt zu zeigen, dass S3 abgeschlossen bezüglich der Multiplikation ist und für jedes
Element ein inverses Einheitsquaternion existiert.

1. q1, q2 ∈ S3 ⇒ q1 · q2 ∈ S3

2. q ∈ S3 ⇒ q−1 ∈ S3

Beweis:

1. ‖q1 ·q2‖2 = (q1q2)·(q1q2)
∗ = q1(q2q

∗
2)q∗1 = q1‖q2‖2q1 = q1q

∗
1 ·‖q2‖2 = ‖q1‖2 ·‖q2‖2 = 1

2. ‖q−1‖2 = ‖ q∗

‖q‖2‖
2 = ‖q∗‖2 = 1


